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Предложены новые решения параболического уравнения, описывающие параксиальные световые пучки. Такие пучки 
описываются функциями Куммера комплексного аргумента с двумя свободными параметрами без гауссиана. Установ-
лены ограничения на эти параметры, при которых пучки Куммера переносят конечную мощность и являются физиче-
ски реализуемыми. 
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The new solutions of the parabolic equation featuring paraxial light beams are offered. Such beams are featured by Kummer 
functions of complex argument with two free parameters without a Gaussian. Restrictions on these parameters, at which beams 
of Kummer transfer terminating power and are physically realized, are discovered. 
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Введение 
 Многие решения волнового уравнения опи-
сывают волновые поля, которые переносят бес-
конечную мощность через поперечное сечение 
перпендикулярно оси z пучка. Следовательно, 
такие функции не являются квадратично интег-
рируемыми (КИ) и поэтому характеризуемые 
ими волновые поля во всем пространстве явля-
ются физически нереализуемыми. Примеры: 
плоские волны, цилиндрические и сферические 
волны.  
 Обычно для параксиальных пучков исполь-
зуется аподизация соответствующей функции в 
форме гауссиана, чтобы функция, описывающая 
такой пучок, была КИ. Например, плоской волне 
ставится в соответствие гауссов пучок, волне 
Бесселя – пучок Бесселя-Гаусса. 
В настоящей работе будет показано, что 
возможен новый тип параксиальных световых 
пучков (пучков Куммера), у которых гауссова 
аподизация отсутствует. Такие пучки описыва-
ются функциями Куммера, которые обладают 
квадратичной интегрируемостью при определен-
ных ограничениях на их свободные параметры. 
Поэтому световые пучки Куммера физически 
реализуемы.  
 
1 Пучки Куммера 
Для монохроматических волн вида 
( , ) exp( )f r t f kz t= −ω  
скалярное параболическое уравнение, решением 
которого является амплитуда f параксиального 
светового 2-D пучка, имеет вид [1]–[5]: 
( )2, 2 0.x x zi f∂ + ∂ =                       (1.1) 
Целесообразно далее перейти к безразмерным 
переменным  
0 0/ , / .X x x Z z z= =                  (1.2) 
Здесь 0 0,x >  20 0 / 2z kx=  – некоторые характер-
ные размеры пучка в направлениях, параллель-
ных осям ОХ и ОZ соответственно. Теперь пара-
болическое уравнение (1.1) можно записать в 
безразмерном виде: ( )2 2 0.X X Zi f∂ + ∂ =                    (1.3) 
Для получения искомых решений выполним 
нелинейную замену переменного Х в (1.3): 
1 .
iX X
Q
= ⋅                        (1.4) 
Вместо стандартного комплексного параметра 
пучка 0 ,q z q= −  где z – расстояние от начала 
координат до точки, лежащей на оси пучка, в 
которой определяются характеристики волново-
го поля, введем комплексный безразмерный па-
раметр пучка 0/Q q z=  и запишем, учитывая 
формулы (1.2): 
0 ,Q Z Q= −  где 0 0 0 .Q Q Q′ ′′= +         (1.5) 
Получаем дифференциальное уравнение 
1 1 1
2
, 1
4 4 0.X X X
if X f Q f
Q θ
∂ + ∂ + ∂ =      (1.6) 
Разделяя переменные, получаем [6] решениями 
уравнения (1.1) без гауссовой аподизации функ-
ции of  и :ef  
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⎤⎛ ⎞+ ⋅ −⎜ ⎟⎥⎝ ⎠⎦
         (1.7) 
Постоянная разделения переменных v является, в 
общем случае, свободным комплексным пара-
метром: .v v v′ ′′= +  Комплексный аргумент 1X  
функций 1( )
of X  и 1( )
ef X  зависит от попереч-
ной координаты X и комплексного параметра 
пучка Q: 1 .
iX X
Q
= ⋅  Функция Куммера M яв-
ляется конфлюэнтной гипергеометрической 
функцией 1 1F  [7], А и В – некоторые произволь-
ные постоянные. Индексы o и e помечают соот-
ветственно четность (even) и нечетность (odd) 
функций ef  и of  относительно изменения знака 
аргумента 1.X  
Пучки, описываемые функциями 1( )
of X  и 
1( ),
ef X  будем называть пучками Куммера. 
Функции (1.7) зависят от двух произвольных 
комплексных параметров Q и v. Подчеркнем, 
что, в соответствии с (1.7), для произвольного 
набора комплексных параметров 0( , )Q v  всегда 
существуют два независимых решения ef  и of  
– четное и нечетное относительно изменения 
знака переменной Х. 
Заметим, что трехмерные скалярные реше-
ния для пучков Куммера можно построить как 
произведения 2-D решений типа (1.7): 
( , , ) ( , , ) ( , , ).X X Y Yf X Y Z f X Q v f Y Q v= ⋅    (1.8) 
При этом возможна любая комбинация четно-
стей. Поэтому, в общем случае, амплитуда 3-D 
скалярного пучка Куммера зависит от трех коор-
динат и четырех свободных комплексных пара-
метров. 
 
2 Условия физической реализуемости 
пучков Куммера 
Наибольший практический интерес пред-
ставляют физически реализуемые пучки конеч-
ной мощности [1], [2]. Амплитуда такого пучка 
должна быть ограниченной при всех Х. Более 
того, при X → ±∞  амплитуда f должна стре-
миться к нулю и быть квадратично интегрируе-
мой, т. е. интеграл 2 1f dX
∞
−∞
∫  должен сходиться. 
Чтобы гауссов пучок был физически реализуем, 
как отмечалось выше, достаточно одного просто-
го ограничения: 0 0.Q′′ >  
Проведем анализ условий КИ для пучков 
Куммера. Для этого исследуем асимптотический 
предел функций f при .f →∞  Асимптотическое 
поведение конфлюэнтной гипергеометрической 
функции 1 1( , ,Ф)F a b  при Ф →∞  описывается 
формулой [7] 
1 1
exp( ) Г( )( , ,Ф) Ф
Г( )
exp(Ф) Г( )
Ф ,
Г( )
a
a b
i a bF a b
b a
b
a
−
−
− π ⋅= +−
⋅+
     (2.1) 
где Г – гамма-функция и 0, 1, 3,....a ≠ − −  Учи-
тывая (2.1) применительно к (1.7), получим ус-
ловия КИ для пучков, соответствующие различ-
ным частным ситуациям, рассмотренным ниже.  
Можно убедиться, что условия физической 
реализуемости, т. е. КИ для четных и нечетных 
мод Куммера одинаковы, поэтому далее индексы 
o и e при  f опускаем. Можно показать также, что 
необходимое условие КИ пучков Куммера – 
0 0.Q′′ >  Дальнейшие дополнительные ограниче-
ния зависят только от вещественной части v′  
комплексного параметра .v v v′ ′′= +  
Если 1 ,
2
v′ < −  то пучок является КИ. 
Если 1 ,0 ,
2
v ⎡ ⎞′∈ − ⎟⎢⎣ ⎠  то 0f →  при ,x →∞  
но пучок – не КИ. 
Если 0,v′ =  то 0f const→ ≠  при x →∞  
и пучок – не КИ. 
Если 0,v′ >  то f →∞  при x →∞  и пу-
чок – не КИ. 
Для 3-D пучков Куммера условия КИ в 
плоскостях XZ и YZ аналогичны. 
Принципиальным моментом, отличающим 
пучки Куммера от обычных пучков, является 
отсутствие гауссовой аподизации для обеспече-
ния переносимой конечной мощности. Во всех 
случаях мнимая часть v′′  комплексного параметра 
v v v′ ′′= +  не влияет на КИ. Все найденные выше 
условия КИ для функций, используемых при опи-
сании пучков Куммера, подтверждаются также 
при графическом моделировании их свойств.  
 Существенно, что пучки Куммера являются 
структурно устойчивыми, поскольку условия 
КИ, как можно проверить, не зависят от их де-
центровки. 
 Как известно, пучки Гаусса и стандартные 
пучки Эрмита – Гаусса пучки распространяются 
в свободном пространстве, сохраняя свою фор-
му. Остальные пучки Куммера – Гаусса [4]–[6], 
[8] в процессе распространения изменяют свой 
поперечный профиль. Поэтому их можно назвать 
пучками с изменяющейся геометрией профиля. К 
их числу относятся и пучки Куммера. 
 
Заключение 
В данной работе представлены новые реше-
ния скалярного параболического уравнения для 
Пучки Куммера без гауссовой аподизации с переносимой конечной мощностью 
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параксиальных 2-D световых пучков. Такие пуч-
ки описываются функциями Куммера комплекс-
ного аргумента с двумя свободными параметра-
ми без гауссовой аподизации. 
Установлено, что каждому набору двух сво-
бодных комплексных параметров 0( , )Q v  всегда 
соответствуют два типа световых пучков – опи-
сываемых четными ( )ef  и нечетными ( )of  
функциями аргумента Х. Фазовая и амплитудная 
поверхности пучков даже при распространении в 
свободном пространстве непрерывно трансфор-
мируются. Поэтому пучки Куммера являются 
пучками c изменяющейся геометрией. 
Найдены ограничения на параметры, при 
соблюдении которых полученные решения соот-
ветствуют параксиальным пучкам с конечной 
энергией, то есть физически реализуемым. При 
этом не требуется гауссовой аподизации функ-
ций Куммера. Установлено также, что условия 
физической реализуемости для пучков Куммера, 
описываемых чётными и нечётными функциями, 
одинаковы.  
Установлено также, что пучки Куммера яв-
ляются структурно устойчивыми, поскольку ус-
ловия КИ не зависят от их децентровки. 
Отмечено, что выражения, полученные для 
описания 2-D пучков Куммера, легко обобщают-
ся в формулы, соответствующие 3-D пучкам. 
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